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0    引言

一种六自由度液压重载机械手，采用全液压驱动方

式，偏置手腕的结构形式，承载负荷大，结构强度高，

可满足磨机空间内部对从数百公斤到数千公斤不等衬板

的作业需求，具有较强的适应性和操作性，目前已在相

关矿山企业获得广泛应用。但该机械手目前自动化程度

较低，仍采用人工操作方式 [1-3]。

为提高所讨论液压重载机械手的自动化程度，文中

对某型机械手进行了运动学建模。但该机械手由于机械

结构限制，关节构型无法满足 Pieper 准则，在机械手的

逆向运动学求解问题上很难得到一个快速、准确的解析

解。针对该问题，通常采用数值法求得近似数值解，主

要有牛顿－拉夫森法、神经网络法、优化算法和迭代搜

索类算法等，这些算法大部分因算法复杂、运算量大等

原因很难保证实时性 [4-8]。

为解决上述问题，文中对所述机械手构型进行了

特性分析，通过构造腕部无偏置机械手与采用简化

Jacobian 矩阵的牛顿迭代法相结合的方法求得逆解。该

方法算法简便，经数次迭代即可快速收敛，并计算出精

确解；同时，也解决了牛顿迭代法需要较严格的迭代初

始值的要求。数据实验的结果也证实了算法的有效性。

1    正运动学模型建立

所述 6 自由度液压重载机械手采用球坐标手臂实现

抓具的位姿调整，可分作两个部分。其中，手臂有 3 个

自由度，实现抓具的大范围位置调整；腕部的 3 个自由

度采用滚动角、俯仰角和偏航角配置，分别绕当前轴旋

转，实现抓具姿态调整。

如：某一型 6 自由度液压重载机械手结构型式如图

1 所示。其中，手臂的 3 个自由度为：

基于模型重构的液压重载机械手逆运动学求解算法
黄晓阳    韩文丽    张藩    张裴

（洛阳科技职业学院    河南    洛阳    471000）

摘要：针对所讨论的 6 自由度液压重载机械手，由于关节构型无法满足 Pieper 准则，在机械手的逆向运动
学求解问题上很难得到一个快速、准确的解析解。为此，通过构造腕部无偏置机械手并求其逆解作为理想
初始值，然后采用简化 Jacobian 矩阵的牛顿迭代法进行数值迭代求得逆解。文中详细阐述了算法流程，并
通过数值计算进行了验证。该方法不仅通过数次迭代就可获得精度较高的逆解值，且流程清晰、简练，实
用性强。

关键词：液压重载机械手；运动学；牛顿迭代法；逆解

（1）回转：由液压马达驱动实现机械手 360°旋转。

（2）俯仰：通过液压缸的伸缩实现机械手的上下俯

仰动作。

（3）伸缩：由液压缸实现机械臂的大范围伸缩。

腕部的 3 个自由度为：

（1）滚动角：由液压摆动马达驱动腕部滚动。

（2）偏航角：由液压摆动马达驱动腕部偏航。

（3）俯仰角：由摆动马达实现抓具俯仰。

上述小臂各轴共同作用，实现将抓具及抓具上的衬

板移动至安装工位正前方；腕部各轴共同作用，实现将

抓具及抓具上的衬板调整至与工位平齐，协同实现磨机

内部衬板的安装作业。

其中，关节 2 由液压缸驱动，如图 2 所示，OAB 三

点形成力平衡三角形，将 AB 间液压缸的直线运动转化

为绕 O 点的转动。根据图 2 中的几何关系，可得出液压

缸伸缩长度与俯仰角度 q2 的关系：

因此，为简化后续建模，文中直接使用 q2 作为关节

2 的关节变量，当通过逆运动学求解得出俯仰角度 q2 后，

可由式（1）可计算出液压缸的伸缩长度。

图 1    液压重载机械手结构示意图
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（2）俯仰（1）回转 （3）伸缩
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（6）俯仰角

（5）偏航角

（7）抓具
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文中采用标准 DH 模型方法对机械手的连杆和关节

进行简化，确定了其从一个关节坐标系到下一关节坐标

系的变换步骤 [9]，如表所示。机械手各个关节的参考坐

标系如图 3 所示。 

其中，qi 为关节旋转角变量；di、ai 为已知的关节位

移尺寸，除关节 3 中的 d3 为变量；α i 为旋转角。

根据 DH 参数表，每两个相邻关节参考坐标系之间

的齐次变换矩阵为  。
其中，将 相乘，得出机械手手臂坐标

系 {3} 相对于基坐标 {0} 的位置齐次转换矩阵，如式（2）

所示。

将 相乘，得出机械手腕部坐标 {6} 相对

于坐标 {3} 的姿态齐次转换矩阵，如式（3）所示。

  

式中，Cn、Sn 代表各关节角 qi 的余弦和正弦，R 代

表旋转矩阵或抓具末端姿态，P 代表抓具位置坐标。

观察转换矩阵式（2）、式（3）发现：机械手在进行

位置坐标P 调整过程中，同时引起了末端姿态 R 的变化。

同时，由于腕部存在偏置，4-6 轴中心线未相交于一点，

机械手在调整末端姿态 R 时，也引起了机械手末端 3 个

方向的位置坐标 P 的变化。

综上分析，由于所讨论机械手的腕部 3 个关节未相

交于一点，不满足 Pieper 准则，位置和姿态关系深度耦

合，造成机械手的逆运动学求解过程复杂，很难得到一

个确定的解析解 [6-8]。

2    模型重构机械手的逆运动学求解

机械手运动学分析的主要目的是逆运动学解，从而

确定每个关节的值，进而对机械手进行轨迹规划和运动

控制，使机械手自动运行到达期望的位姿 [6]。然而，所

述构型的机械手不满足 Pieper 准则，难以得到一个计算

准确、快速的解析解。为求出逆运动学的解，还可采用

迭代性质的数值解法，其中牛顿迭代法算法简便，仅需

数次迭代即可得出精确解，但该方法需要较严格的迭代

初始值 [6-8]。

由于所讨论机械手的腕部偏置所引起的位置变化相

较于机械手的位置坐标占比较小。所以，文中通过对腕

部关节调整，构造出一个满足 Pieper 准则、存在确定的

解析解的机械手，如图 4 所示。虽然该解与所求精确解

存在误差，但偏差较小，可作为数值迭代的初始值。

所构造机械手，消除了腕部偏置 d5，其他构型和尺

图 2    液压缸伸长长度 与俯仰角 q2 的几何关系

图 3    机械手坐标系模型

表    机械手DH 参数表

序号 qi/rad di/mm ai/mm α i/rad 动作范围

0-1 q
1

d1 0 90 360°

1-2 90+q
2 0 a2 90 -30°～ 40°

2-3 -90 d3 0 -90 0 ～ 2m

3-4 q4 -d4 0 90 -40°～ 40°

4-5 90+q
5 d5 0 -90 -40°～ 40°

5-6 q
6

0 0 0 -90°～ 90°

   （2）

   （3）

图 4    所构造机械手坐标系模型
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寸不变。因此，位置齐次转换矩阵式 2 不变，姿态齐次

转换矩阵变为式（4）。

对于给定的基于基坐标 {0} 的末端位姿坐标为：

                    

根据位置转换矩阵式（2），姿态齐次转换矩阵变式

（4），以及给定的末端位姿坐标，求得构造机械手的逆解，

限于篇幅，此处直接给出结果：

    

在式（6）中，所构造机械手存在多组可能的解。然而，

结合表 1 中各轴的运行范围，只有一组最优解满足条件，

该最优解即为迭代算法的初始值。

3    优化算法及流程

由于所构造机械手与目标机械手构型存在差异，获

得的初始值与所求逆解存在一定的误差，需对初始值进

行迭代优化。

首先，根据牛顿迭代法规则，依据关节变量 qi，坐

标变换矩阵 ，末端位姿坐标 ，建立牛顿迭代关系

式：

                             

其中：

 

（4）

 （5）

 （6）

（8）

 （7）

其中， 为变换矩阵 的第 a 行第 b 列元素，

为末端坐标 的第 a 行第 b 列元素。

由式（8）进一步得出此方程式（7）的雅可比矩阵为：

                        

当 取较小值时，Jacobian 矩阵中元素可简化为：

    

在式（9）中，由于 Jacobian 矩阵 J（qn）是一个

12×6 的矩阵，不是方阵，不存在逆矩阵。为此，需对

Jacobian 矩阵进行基于 Householder 的 SVD 分解，进而

得到广义逆矩阵： J+=VD-1UH。则迭代公式（7）转化为：

                        

在迭代过程中，还需设置迭代精度和迭代次数 n 作

为结束条件，迭代精度取：

                      
综上所述，基于构造腕部无偏置机械手与简化

Jacobian 矩阵的牛顿迭代法相结合的数值迭代求得逆解

的算法步骤如下：

（1）对于给定的基于基坐标 {0} 的末端位姿坐标

，根据式（6）计算得出所重构机械手的一组最优解。

（2）设定迭代增量Δ，迭代精 及迭代次数 n。

（3）将步骤（1）所得最优解 q0 作为 qi 的初始条件，

带入公式（9）求出 Jacobian 矩阵和广义逆矩阵，然后

带入公式（11），得到一个更新值。

（4）将该更新值带入公式（12），判断迭代精度是

否满足判断条件；判断迭代次数是否超限。若两个条件

 （9）

 （10）

  （11）

   （12）

展开后为：
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均为否，则转至步骤（3），更新 qi 值继续迭代；若两个

条件有一条成立，则跳出循环。

（5）判断最终得到迭代精度是否满足，若不满足，

则求解失败；若满足，则求解成功。

4    测试验证

根据以上的算法流程，采用编程计算，进行了大量

的数值测试试验。为展示效果列出了部分试验结果，此

处随机选取 2 处作为目标点，给定目标关节角为：

所讨论机械手的连杆参数为（单位：m）：

 
利用公式（2）、（3），进行正运动学运算，得出末

端位姿坐标分别为：

 

将末端位姿带入公式（6），并结合各轴的运行范围，

计算得出构造机械手的逆运动学解为：

 
 

经比较目标点关节角和逆运动学解，可发现关节变

量中 1 ～ 3 项值较接近；当第 4 个关节变量为 0 时，所

得近似值仅在第 3 个关节变量处存在偏差。该结论也

可通过比较图 2 和图 4 的机械构型得出。

将得出的关节变量作为初始值，并设定迭代增量

Δ=0.001，迭代次数为 6，进行迭代优化。为观察效果，

迭代精度 暂不做考虑。经 6 次迭代后，误差曲线如图

5 所示。

观察图 5 可发现：经 3 次迭代后，误差均快速下降

至 1×10-4，所得逆解结果数值精度达 0.001，满足实际

需求。继续迭代至 5 次后，数值误差降低至 1×10-14。

若将初始值修改为 0，迭代次数修改为 10，经计算

后，误差曲线如图 6 所示。

观察图 6 可发现：经 10 次迭代后，误差无法收敛，

且计算中所得逆解发散，无法计算出结果。

5    结语

文中通过构造腕部无偏置机械手并将其逆解作为理

想初始值，然后采用简化 Jacobian 矩阵的牛顿迭代法

进行数值迭代，成功获得了所述 6 自由度液压重载机

械手的逆解。该方法不仅通过数次迭代即可获得精度

较高的逆解值，且流程清晰、简练，实用性强。

同时，该方法还存在以下特点：

（1）通过机构简化，构造与目标机械手构型相似的、

满足 Pieper 准则的机械手，构造机械手具有准确的解

析解。该解与目标机械手逆解值偏差较小，可作为牛

顿迭代法的理想初始值。

（2）所采用的牛顿迭代法，通过建立迭代公式，

对公式中的 Jacobian 矩阵进行了简化，不仅避免了

复杂的算法推导过程，且流程清晰、简练，实用性 
较强。

（3）牛顿迭代法需初始值落在目标的邻域范围内，

否则将无法得出结果。在试验计算中，当采用理想初

始值时，通过 3 次迭代，即可获得精度较高的逆解值。

图 5    理想初始值时迭代精度曲线

图 6    初始值为 0 时迭代精度曲线

（下转第 28 页）
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图 7     刀具弹性弹性变形量与切削参数仿真结果

文中采用的方法即满足牛顿迭代法的算法要求，同时收

敛速度和计算精度均满足需求。

（4）Jacobian 矩阵 是一个 12×6 的矩阵，需采用

SVD 分解计算其广义逆，虽解决了 Jacobian 矩阵不存在

矩阵的逆的问题，但也增加了计算量。
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（3）应采用合理的刀具悬出长度，D4 刀具不宜超

过 25mm。

（4）在调整加工参数时，

按影响程度：主轴转速＜每齿

进给＜切宽＜切深进行调整。

通 过 三 维 切 削 软 件

AdvantEdge， 可 直 观 地 测

量到刀具弹性变形量，为研

究刀具悬出长度、切削参数

对刀具弹性变形量的影响提

供理论依据，也为今后攻丝

工艺方案的确定提供数据 
支撑。
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